Esempio: il problemadello zaino

max12x + 9%, +10xg
8x  +6x% +7x3£15
%, %, %1 {01}
Quante sono le soluzioni del problema ?
Sono una per ciascun sottoinsieme Sdell’insiemeN ={1,2,3 di oggetti,
ad eccezione degli insiemi che superano la capacitadel contenitore.

Vi sono quindi al pit2® =8 soluzioni. Esse sono in numero
esponenzial e rispetto alladimensione n=3 del problema.

Questo significache non e possibile enumer arle esplicitamente tutte
(se non per istanze con n piccolo).

Nei cas realistici occorre adottare una strategia pitl sofisticata.

Il metodo di Branch and Bound

ldea:

eseguire una enumerazione implicita delle soluzioni

Tecnica:
() generare una partizione ricorsivadellaregione ammissibile (branching)

(b) risolvere esplicitamente o implicitamente (bounding) i sottoproblemi
generati dalla partizione

Rappr esentazione:
(a) struttura ad albero per la partizione

(b) etichette sui nodi per i bounds




Regione ammissibile Albero di branching

Si consideri ad esempio il problema dello zaino appenavisto

L’insieme delle soluzioni possibili pud essere rappresentato
mediante vettori booleani a3 componenti




Regione ammissibile Albero di branching

(111)
(011)

(010)
(110)

L’ abero di branching non & sempre binario

Allefoglie corrispondono le singol e soluzioni

Terminologia

nodo progenitore (padre)

livello |

nodi discendenti (figli)




Terminologia

nodo radice

livello 1

Quanti nodi hal’ albero?

Almeno quante sono e soluzioni anmissibili

Branching

Per garantire la correttezza e necessario che
S =S E S E . E S
Per motivi di efficienza e consigliabile che

i G Sy =& "i,joonit |

(S
S




Bounding

Conosciamo il valore Z di una soluzione ammissibile

(lamigliore)

Risolviamo in corrispondenza di ciascun nodo h un

rilassamento che fornisce una soluzione xﬁil cui

vaore bn e una stima per difetto o per eccesso

(lower o upper bound) di Zh*

Test:

in §, non ci sono
soluzioni di valore

miglioredi Z

se z£ bh alora

il nodo h viene chiuso

N.B. problema di minimo
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Caratteristiche del metodo

(1) Cacolo delle stime bh [vedi lezione precedente]

(2) Strategiadi branching

(3) Strategiadi ricerca

(4) Andlis del nodo h
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(2) Strategiadi branching

- Su quale variabile fare branching: priorita

- come fare branching — partizione
Su variabile binaria [vedi esempio zaino]

Su variabile intera
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(3) Strategiadi ricerca

- in paralelo (breadth first search)
- in profondita (depth first search)

- inbasea valori B, (best bound first search)

Problema di massimo @
11 44
Etichette: ()
Upper bounds a1

40 41 42

5@

39

12




(4) Andlis del nodo h

4, $ soluzioni ammissibili ——=> nodo chiuso

4ii b, & dominatoda Z =—=> nodo chiuso

aggiornaZ e X*

40 +0 +0

4jii th & ammissibile .:>{ o ch
Nnoao CNIUso

4.iv bh non dominato e x}';‘) non ammissibile
——> egpandi il nodo

Struttura Algoritmo B&B

Inizializza /* calcola Z */
quanti v
T
clel “—>_Andis nodo |+ calcola by, */
I* restituisce V4
~ *
s e X /
\— Scelta nodo “* esistono nodi

/* strategiadi ricerca*/ non chiusi ? */
14




Branch & Bound per PLI

(1) Calcolo delle stime bh: soluzione del rilassamento lineare

(2) Strategiadi branching :

(3) Strategiadi ricerca: in paralelo

(4) Andlisi del nodo h _|_ —|— + /\
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Esempio numerico

A Z =max 3x + X,
7%, + 8, £ 28
r + 4+ + o+ 4+ 3% - 4%, £8
X, %1 Z*

+ + +//+
+ 4+ ¥ + + + Punto di ottimo
X=(2,1) con
> Z=17
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Rilassamento
A Z*:max3)(1+X2
7x +8X, £28
i 4+ 4 4 3% - 4, £8
%, %2 0
+ + +
+  +
Punto di ottimo
; xPL = 44 1)
. 13’13’ N
=12
13
17
44 7 e139u
. . - b,=x—-=10
Partizionedi S, 13 13) 0 813 f
A
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Partizione di S.l (3_) b = glgé‘zg

A

_‘_ + + + + + X2£ @ X231
" ()

8 20 é671

+ —,0 =8 1D b,="—>=
_|_
+=—>

_1_

4 19
Albero parziale @ B i 7=-¥
X £ X3 4

7 -
(3,—8) b=9 S
%31

20
(7,1) b4 =9
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Partizione di 83 (g’o) by =8
A
+ + + 4 + + % £ % =3
_|_
+
(2,0) =6
t 7=6
-+
i 21
a4 7,
Albero parziae G@ b 7=6
X £ X34
7 —_—
(3v§) b_l._g S-
X £ %31
€0 b,=8 %
3 (7,1) b,=9
X E % =3
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Partizione di 8671
S (—1)b _€670_4
874
S
+ % £ % =3
¥ ©
+ 2_ eﬂ‘ﬂ:7
( ) b, = 82
+
- —
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Albero parziae T 13) b =10 7=6
X £ X2 4
7 —_—
(3v§) b_l._9 S-
X £ %31
8 _ 20 ~
(§,0) b,=8 S, (D) b, =9
X1£ Xl=3 X.|.£2 X1=3
@b =7
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Partizione di S7

20 é670

)b, =t =g

(7 ) b, 871

©)
+ + X2= 232
&
+
(2’1) b10:7 @@:7

= 7 E7H
-+

by£Z: in § nond
s0no soluzioni di valore

miglioredi Z
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a4 7.
Albero finale @ (G b =10 Z=7
X £ X2 4
7 —_—
(3v§) b_l._g S-
X £ %31
8 _ 20 ..
0 by=8 S, (-1 b,=9
x £ u=3 xg2 % =3

7 _
S] (Z!Z) b7 =7
@;V ,3 2

21) z=7

r -
5 S| =7
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