Si consideri un generico problemadi programmazione anumeri interi
(PLI) Z =ma{c'x|x &,
dove Srappresenta |’insieme delle soluzioni ammissibili

come possiamo dimostrare che una soluzion&l S di (PLI), di valore
c'%, éottima?

Come possiamo generare una coppiadi vaoriz, ez, tai chez, =z,
(oadmenotdicheZ, - z, £€, perunvalore €3 0 sufficientemente piccol0?)

SE disponiamo di unas,lcgone T 7_2
z32z,%...82,%2 . |ALLORA lacondizione
b eas . AT —=
di “limiti superiori” (upper bounds | T % Zy=C X=7Zy
edi unasuccessone zZT @ sufficiente per dire che
z,£z,£... £2 £z c'g=7
S T+ Zk % : .
di “limiti inferiori” (lower bounds) . e~ éunasoluzione ottima
al valore della soluzione ottima .
1z
+z

Per un problema di massimo(rminimo) ogni soluzione arTnmisibiIeXI S
. — & * = _ ~ 3 *
fornisce un lower bound 2= ¢ X£ Z (ypper bound Z=C X* Z )

N.B. Per acuni problemi costruire soluzioni ammissibili & facile e g
difficolta risiede nel generare soluzioni ammissibili buone, il cui vaore
slaprossimoa ” .

Per altri problemi invece anche la sola costruzione di soluzioni
ammissibili (indipendentemente dallaloro qualitd) pud essere difficile.

Vediamo ora come calcolare upper bounds per problemi di massmo
(elower bounds per problemi di minimo)

Senzaperditadi generalitatratteremo il caso dei problemi di massimo




Per calcolare questi valori, detti bounds duali (dual bounds) Proposizione 1

la tecnica adottata € quella del rilassamento.

|dea: sostituire il problema (PLI) difficile da risolvere con uno pid Sia(RP) unrilassamento di (PL1) dllore
semplice (RP), detto problema rilassato, il cui valore ottimo sia X

grande almeno quanto £ @ 237

e (b) se(RP) & inammissibileanche(PLI) loé
Definizione 1

Un problema (RP) 2% =max{ f(¥|X T} &un rilassamento
del problema (PL1) Z =max{c'x|x] S} se:
(a)

(c) sela solu;ioge ottirrgixR di (RFE) eammissibile peril problema
(PLI) e © X = T(X7) aloraX” &soluzione ottimaanche di (PLI)

(b) ' XEf(x) " xS

Osservazione costituiscono rilassamenti dei problemi (PLI) i
problemi che s ottengono eliminando (ilassando) parte del

La condizione (a) dice che la regione ammissibile del problema rilassat vincoli dei modelli che li descrivono: la nuova regiong
deve contenere ameno le soluzioni del problema (PLI), mentre | ammissibile contiene quella del problema originae e lg
condizione (b) richiede che la funzione obiettivo del problema rilassat funzione obiettivo rimane invariata

sia almeno grande quanto quella del problema (PL1) per tutte le soluzioni
ammissibili di (PLI)




[Esempio: il problema dello zaino

n
o
(PLI) max al P;X;
J:
g
awx£b
j=1

x1{03,j=1..n

n
[o]
(RP) max;;}l P;X;
p
awx£b
j=1
Of X; £1,j =1,..,n

esirilassi lacondizione ;T {0,4}, j =1,...,n, che richiede di non spezzare
gli oggetti, sostituendola con lacondizioneO£ x; £1, j =1,..,n

Otteniamo il problema (RP)

Il problema (RP) pud essere risolto in modo efficiente
mediante il seguente algoritmo

Rilassamento zaino (Bound di Dantzig)

: : . Pz P2z 3 Pn.
1. ordinagli oggetti in modo che w, w, " w
2.b=b, j=1. =0
3.while W £b do
4. b=b-w; z=z+p; j:=j+]

= b
if b>0 Z=74+p —:
5. if then DJWJ




Esempio numerico

Z =max10x +16x, +5x;+12 , + 4%,
5% +8X, +15X; +4x, + X, £12
x;1 {04},j=1..5
Calcoliamo i rapporti &] =1,....5 aé_()gig ,59:3%,2,1,3,49
w; €5'8 157415 & '3 g
einseriamo gli oggetti nell’ ordine 5,4,1,2,3
Gli oggetti 5,4, e 1 occupano 1+4+5=10 unitadi spazio e dopo tre
iterazioni del ciclowhileabbiamo b =2<8=w,.

—_— L b _2 :
Riempiamo lo spazio residuo b con lafrazione — = 3 del primo oggetto
W
che in ordine di profitto unitario non sta completamente nel contenitore.

Z=4 +10 +12 +16§ =30 & un upper bound per questo problema

Quello precedente € un esempio di unatecnicamolto generale per ottenere
problemi rilassati: il rilassamento lineare.

Definizione 2
Datoun programma lineare anumeyi interi (PLI)
Z =max{c x|x| PC Z" con P:{xl A”|Ax£b}

indichiamo con rilassamento lineare, o continuo, il
LP _ T T
problema (RPL) 2~ = Max{c x[x1 P}

Nel rilassamento lineare trascuriamo le condizioni di interezzadi tutte
le variabili di un modello di programmazione lineare a numeri interi

N.B. nel caso del problema dello zaino la soluzione ricavata
dall’ applicazione dell’ agoritmo Rilassamento zaino € la stessa che s
ricaverebbe risolvendo con I'algoritmo del simplesso il modello (RP)




| Esempio RPL

T+ o+ 4
T o+ o+
+ + o+
T o+ o+

Il rilassamento continuo € dato da problema

Z =max5x +4x,
2%, +%, £10
X-%£E3
-X+2x,£4
3% + 26,2 6
X, %1 Z*

.oy

+ + +

Z™ =max5x, +4x,
2x, + X, £10
X-X%£E3
-%+2x,£4
3% +2%,% 6
X,%,30

Pynto di ottimo
X =(4,2) con
Z =28

ngto di ottimo
XL =(3.2,3.6) oo

Z =304




Z™ = max5x, +4x,
2%, +X, £10
X-X%£E3
-x+2x,£4
3%, + 2%, 3 6
X1, % % 0

Punto di ottimo
xPL =(3.2,3.6) oon

Z+ =304

Z™ =max5x, +4x,
2x,+X,£10
X-X%£3
-X+2x,£4
3%, +2X,3 6
X1, %, % 0

Punto di ottimo
xPL =(3.2,3.6) con

Z+ =304

Osservazione
Poiché in questo particolare problema il vettore dei coefficienti costo ha

tutte compgpenti intere il valore della soluzione ottima zl Z ¢ quindi il
valore di Z  pud essere arrotondato per difetto fornendo un upper boung
pari a30:

Osservazione

S noti chela sol uzionchhe s ottiene arrotondando al’intero piu
prossimo la soluzione X ~ = (3.2,3.6), cioé la soluzione (3,4), non ¢
ammissibile per il problema originale, mentre quella che si ottiene
per troncamento, cioe (3,3), hon & ottima.

7=§z™ (] =@30.44 =30




Z™ = max5x, +4x,
2%, +X, £10
X-X%£E3
-x+2x,£4
3%, + 2%, 3 6
X1, % % 0

Punto di ottimo
xPL =(3.2,3.6) oon

Z+ =304

Si osservi che allo stesso insieme di soluzioni ammissibili del problema (PLI)
possono corrispondere molti (infiniti) differenti modelli di programmazione
lineare intera, cioé molte differenti formulazioni

[Esempio numerico RPL (continua)

Osservazione

In generale gli arrotondamenti sono inefficaci quando le variabili
assumono valori piccoli (es. variabili binarie) mentre risultano utili in
corrispondenza di variabili che rappresentano grandi quantita (es. mix
produttivo o pianificazione della produzione)

Z™ =max5x +4x,
2x, + X, £10
X-X%£3
- X% +2x,£4
3+ 236
X, %% 0

Z™ =max5x +4x,
X +2x,£9
X-X%£3
-2+ X%,£0
4%+ 2,° 8
X £4
¥, %, % 0

Z™ = max5x, +4x,
X +% £6
X-X%£E3
-x X, £1
ax + 2% 3 8
X £4
X, %% 0




Definizione 3
Si dice formulazione ideale di un problema di programmazione lineare &
numeri interi (PLI) quella formulazione per la quale il rilassamento
continuo (RPL) ha tutti i vertici della regione ammissibile con coordinate
intere

Esempio numerico RPL (continua)
Il terzo modello dell’ esempio precedente costituisce una
formulazioneideale del problema

Leformulazioni ideali sono importanti acausadella Proposizione 1:

. . R N . .
(c) selasoluzione ottimaX  del problema}qRPeamm|$|b|Ie per il
TyR — R
problemaPLl e € X" = f(X) gloraX” & soluzione ottimaanche
di PLI
Le formulazioni ideali ci garantiscono che la soluzione ottima

X" del rilassamento continuo (RPL) di un problema (PLI) sia anche
la soluzione ottimadi quel problema




