Programmazione M atematica a Numeri Interi
(Integer Programming - | P)

Problema di ottimizzazione di una funzione obiettivo lineare
soggetta al rispetto di un insieme di vincoli lineari in cui tutte o
parte delle variabili possono assumere solo valori interi

Mixed | P Problem - MIP

max ¢’ x+h'y
£

AZ+GX b
x1 29 yIRE

x el vettore delle variabili intere positive
y eil vettore delle variabili reali positive

| problemi in cui sono presenti variabili intere sono spesso anche
indicati come Problemi Combinatorici.

Alcuni esempi di applicazioni:

 Production Scheduling (assegnazione e sequenziazione di operazioni su
macchine)

 Distribuzione di beni

 Facility location (localizzazione di impianti)

» Progettazione di reti (trasporto e comunicazione)

» Pianificazione di investimenti
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Formulazione di problemi a numeri interi

| modelli di ottimizzazione a numeri interi vengono introdotti
guando s deve ottimizzare |’ uso di risorse non divisibili o |a scelta
tra alternative discrete.

Un tipo di modello molto importante e comune € quello in cui le
variabili intere possono assumere solo i valori 0 e 1 (0-1
Programming).

Vaori binari sono usati per rappresentare la scelta tra due
possibilitao il verificars o meno di una condizione:

|,1 se |'eventosi verifica
| , -
10 sel'eventononsi verifica

Esempi di IP
* || problema dello zaino (Knapsack Problem)
|l problema dell’ assegnazione (Matching Problem)
|l problema del costo fisso (Fixed Charge Problem)
Il problema del sequenziamento (Sequencing Problem)
| problemi di copertura, partizione ed impaccamento
(Set Covering, Partitioning and Packing Problems)
» Problemi sui grafi (Teoriadei Grafi):
 Percorso minimo (Shortest Path)
« Commesso viaggiatore (Traveling Salesman Problem)
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|l problemadello zaino
(Knapsack Problem)

Si hanno n possibili progetti darealizzare con un budget massimo b
disponibile.

Se un progetto |, j=1,...,n, viene finanziato deve essere investito un
capitale g.

Dallarealizzazione di un progetto] si ricava un guadagno c;.

Un progetto non puo essere realizzato parzia mente, ma puo essere
eseguito completamente o0 non eseguito affatto.

|l problema: stabilire quali progetti realizzare per ottenere il massimo
guadagno senza superare il budget disponibile.

|l problema si formulaintroducendo n variabili binarie;
il il progetto | € finanziato
Xi =i
J %O il progetto j non e finanziato
j=1...,n

N
Knapsack binario | mMax a CjX;
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Problema dello zaino: si deve stabilire quali tran oggetti portare in
uno zaino sapendo che il peso massimo trasportabile e b, che ogni
oggetto j pesa g e che ad ogni oggetto e associata un'’ utilita (valore) c;.

Una variante: larealizzazione di progetti nell’arco di m mesi.

Supponendo che larealizzazione di ciascun progetto richieda un
finanziamento nell’ arco di m mesi:

* §; il finanziamento per il progetto ] nel mesel, |=1,...,n; i=1,...m
* b budget disponibile nel mesei, i=1,...,m

K napsack max a CjX;
multidimensionale =1
n
& gxj£b "i=L..,m
j=1
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|| problema dell’ assegnamento
(Matching Problem)

Si devono assegnare m attivitaad n persone (sian 3 m).

Una volta stabilito I’assegnamento, ogni persona eseguira solo
|” attivita che gli viene assegnata.

Se dla persona j, j=1,...,n, viene assegnata |’ attivita i, i=1,..., m, il
costo pagato € C;;.

|l problema: assegnare tutte le attivita alle persone in modo da
minimizzare il costo pagato.

Si puo rappresentare il problema con un grafo:

0] 0]
Attivita())  © . ©  Persone (j)
0] 0]

|| problema consiste nello stabilire quali archi introdurre trai nodi
“attivita“ ed i nodi “persona’ in modo che su ogni nodo “attivita'“
incida esattamente un arco e su ogni hodo “persona’ incidaal piu un
arco.
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|l problema si formula introducendo mxn variabili binarie;

11 lattivita | & assegnata alla persona j
1710  Iattivita i non & assegnata alla persona |
1=1,...,m
]=1...,n
_ m n
Matching binario | min & & Gjjx;;
i=1 j=1
n :
é X|J :1 " I :j.,...,m (a)
=1
m :
a Xij £1 "j=1..,n (b)
=1
ini {01} =B"i=1..m"j=1..,n

Vincoli (8): ogni attivitae assegnata ad una persona

Vincoli (b): ogni personasvolge a piu una sola attivita
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|| problema del costo fisso
(Fixed Charge Problem)

S consideri un problema di trasporto tra m produttori ed n
consumatori (ad esempio, un trasporto di gas o petrolio).

Ogni produttore € connesso ad ogni consumatore da un canale
attraverso cui puo avvenire il trasporto (e.g., un gasdotto).

Per avere un flusso trasportato tra un produttore i, i=1,...,m, ed un
consumatore j=1,...,n, sl deve:
* pagare un costo fisso f; per I affitto del canale di trasporto trai ej;
* pagare c; per ogni unitatrasportatatrai ej.

Ladisponibilitamassimadel produttorei es, i=1,...,m.

Larichiestadel consumatore che deve essere soddisfattaer;, j=1,...,n.

|l problema: stabilire quali canali di trasporto tra i produttori ed i
consumatori affittare e quale flusso trasportare su tali canali in modo
da minimizzare il costo totale, soddisfacendo la richiesta dei
consumatori.

Le variabili:
* XijT R, i=1,...m; j=1,...,n, laquantita trasportata trai ej

B i1 - il sed utilizzail candetrai e |
* Vii A=1,..m; =100, Yii = L : .
Yij J Yi 10senons utilizzail candetrai e j
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Lafunzione di costo ha una discontinuita nell’ origine.
Ad esempio per lavariabile;

, Costo totale

A

|| problema del

trasporto con costo i=1j=1
fisso

Vincoli (a) e (b): i vincoli del problema del trasporto.

Vincoli (c): un flusso x;; puo esistere solo se si paga il costo fisso per
usare il canale trai e j. M € un coefficiente molto piu grande della
massima quantita trasportabile trai e j. Se fosse specificato il flusso
massimo, g; trai ej, i vincoli (C) risulterebbero

Xij £ dijyij " 1]
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|l problema del sequenziamento
(Sequencing Problem)

Si devono sequenziare n attivita (job) indipendenti su una macchina.

La macchina puo eseguire solo un job allavolta
L’ esecuzione del job non puo essere interrotta.

Il tempo necessario per |I'esecuzione (processing time) del job i,
I=1,...,n, ep.

Viene pagato un costo che, in generale, e funzione del tempo
necessario a completare i job (ad es., il tempo medio di
completamento del job).

|l problema: determinare la sequenza con cui eseguire i job sulla
macchinain modo da minimizzare il costo.

Le variabili continue :
e tjI Ry, i=1,..,n, I'istante di inizio esecuzione del job i.
Dati duejobi ej, sl possono verificare due casi:

1. iprecedej P tj° tj+p }J
y Vincoli disgiuntivi
2. jprecedei Pt tj+p; E

| due casi sono mutuamente esclusivi, quindi solo unvincolotral. e
2. puo essere soddisfatto da una soluzione del problema.
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Si introduce un variabile binaria:

P . il se iprecede ]
yijl B,i=1...,nJ=1..,n Yij =1 _ _
10 se jprecedei

quindi per ogni coppiadi job, i, j, i vincoli disgiuntivi del problemasi
esprimono Come:

tj2 tj+pi- M(1-yj) (@
tj 3 tj+pj- Myj (b)

dove M e un coefficiente costante positivo scelto molto maggiore di
n

ogni altro coefficiente (in particolare della @ Pi ) del problema.
=1

Se yij:l:
il vincolo (&) coincide con il vincolo 1.
* il vincolo (b) e sempre soddisfatto poiche M>>t-t;+p,

Sey;=0:
* il vincolo (a) e sempre soddisfatto poiche M >>t-t+p,

* il vincolo (b) coincide con il vincolo 2.

Il vettore delle y;; rappresenta |’ ordine di esecuzione del job.
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Problemi di copertura, impaccamento e
partizionamento
(Set Covering, Packing and Partitioning Problems)

Una definizione generale dei
Problemi di Ottimizzazione Combinatorica:

Definizione:
Sono dati un insieme finito N={1,...,n} ed un vettore c'=[c,,...,C].
Dato un generico sottinsiemeF | N | s definisce ¢(F) come
c(F) = a ¢j
jilF
Siadata unacollezioneF di sottinsiemi di N, allora un Problema
di_Ottimizzazione Combinatorica (POC) e dato da

(POC) max c(F)
FIF

| problemi di covering, packing e partitioning sono tre tipi di problemi
di ottimizzazione combinatorica che differiscono per il modo con cui €
definito I'insiemeF, ossia per la diversa proprieta che caratterizza gli
insiemi F conenuti inF.
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Siadato uninseme finito M={1,....m}
ed uninsieme di sottinsiemi di M, S={M; 1 M:ji N}
con N={1,...,n}.

Si definiscono le tre seguenti class di problemi:

 L'insemeF! N g dice CoveringdiM se U Mj=M
jilF
Un problemadi Set Covering € un POC per cui

F={F. F e covering di M}
« L'insiemeF! N g dicePackingdi M se
"LkT Fjt k MjNMy =4
Un problemadi Set Packing € un POC per cui
F={F. F & packing di M}
« L’insemeFl N s dicePartitioning di M se F &€ siaun covering
che un packing di M.
Un problemadi Set Partitioning € un POC per culi
F={F. F e partitioning di M}

Tipicamente i problemi di Set Covering cercano la coperturaa costo
minimo, per cui i valori ¢; rappresentano il costo di M;;

| problemi di Set Packing cercano I’impaccatura dal valore massimo,
per cui i valori di ¢; rappresentano il vaoredi M.
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Formulazione dei problemi

| POC di Set Covering, Packing e Partitioning possono essere formulati
come problemi lineari anumeri binary (0-1 IP).

Si definiscelaMatricedi Incidenza di S, unamatrice A (mxn).
Lamatrice A haunariga per ogni elemento di M ed una colonna per
ogni sottinsieme M1 M

Aa - aqn Ul A
A_g,ll %”3, i1 seil M,
~e a° HTlo sl M;
Em1 " d@mndm
Ml Mn

Si definisce x Vettoredi Incidenzadi F xT B" taleche
11 sejlF (vienescdtol'insieme M)

= _ o
740 s i F (non viene scelto I'insieme M;)

Allorai vincoli delletre classi di problemi si possono scrivere come:

» Covering: Ax31

>
th

« Packing: AxE1l

>
I
=

e Partitioning: A

dove 1 e un vettore am elementi taleche 17=[1,...,1]
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Esempi di POC

a) Formazione di gruppi di lavoro.

Sono date m attivita ed n persone, ciascunain grado di svolgere un
sottinsieme di tali attivita. Ad ogni personaj, j=1,...,n, € associato
un costo ¢

Si vuole costituire un gruppo di lavoro formato da un sottinsieme di
persone in manieracheil gruppo siain grado di svolgere tutte le
attivita al costo complessivo minimo.

M={1,...m} I'inseme delle attivita
N={1,...,n} I"insieme delle persone
S:{Mji M:ji N}

M; eil sottinsieme delle attivitache lapersonaj e in grado di
svolgere:

ad esempio, selapersonaj ein grado di svolgere |’ attivitai allora
il Mj

Lamatrice A haunariga per ciascuna attivita ed una colonna per
ciascuna persona.

E’ un problemadi Set Covering. Le variabili costituiscono il vettore
di incidenza cheindicale persone scelte.

min (_:T>_<

x31

x>

xi B"

IP-129



b) Localizzazione di impianti (Facility Location).

Sono date m comunita che devono essere protette da una centrale
antiincendio ed n possibili localizzazioni delle centrali.

Il costo pagato per posizionare unacentrale nel sitoj e c;.
Unacentrale situatain j € in grado di proteggere un certo
sottinsieme di comunita.

Si vuole determinare dove localizzare e centrali in modo che tutte
|e comunita siano protette minimizzando il costo complessivo.

M={1,...m} I'inseme delle comunita da proteggere
N={1,...,n} I’insieme delle possibili localizzazioni delle centrali
S:{Mji M:ji N}

M; eil sottinsieme delle comunita che sono protette da una centrale
Situatainj (ad esempio, perche e raggiungibile entro un tempo
massimo).

Lamatrice A haunariga per ciascuna comunita da proteggere ed
una colonna per ciascuna possibile localizzazione di una centrale.

E’ un problemadi Set Covering. Le variabili costituiscono il vettore
di incidenzacheindicai siti scelti per le centrali.

min (_:T>_<

Ax31
"

>
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c) Problemi di instradamento (Routing Problem).

Sono dati m clienti che devono essere serviti da una azienda di
trasporti ed n possibili rotte effettuate dai mezzi dell’ azienda..

Il costo pagato per seguire unarottaj e c;.

Unarottaj e in grado di servire un certo sottinsieme di clienti.

Si vuole determinare quali rotte effettuare in modo che tuttei clienti
siano serviti con il minimo costo complessivo.

M={1,...m} l'insemede clienti daservire
N={1,...,n} I’insieme delle possibili rotte
S:{Mji M:j1 N}

M; eil sottinsieme dei clienti che sono serviti da un trasporto che
segualarottaj.

Lamatrice A haunariga per ciascun cliente da servire ed una
colonna per ciascuna possibile rotta dafar eseguire ai mezzi di
trasporto.

E’ un problemadi Set Covering. Le variabili costituiscono il vettore
di incidenza cheindica quali rotte sono state scelte.

min (_:T X
x31

xi B"

x>
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d) Formazione dei colleqgi elettorali (Political Districting).

Devono essere suddivisi m comuni in uninsieme di distretti
elettorali.

Sono specificate apriori n possibili suddivisioni in maniera che
rispondano a determinati requisiti.

Se si scegliedi costituireil distretto] si paga un costo ¢;.

Ogni comune deve essere incluso esattamente in un solo distretto
elettorale.

Si vuole determinare come formare i distretti elettorali in maniera
da minimizzareil costo complessivo.

M={1,..m} l'insiemede comuni
N={1,...,n} I’insieme dei possibili distretti
S:{Mji M:jl N}

M j e il sottinsieme di comuni che sono inclus nel distretto
elettorale].

Lamatrice A haunariga per ciascun comune ed una colonna per
ciascun possibile distretto elettorae.

E’ un problemadi Set Partitioning. Le variabili costituiscono il
vettore di incidenza che indicaquali sonoi distretti che si vogliono

formare.

min (_:T

X
x=1

Egﬂ

x>

>
—>
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Metodi di soluzionedei problemi di IP

Consideriamo un problema (1P)

(IP) max Xg = ng
Ax=b
x1 z1

Il poliedro P associato ai vincoli di (IP) contiene tutti e soli i punti
interi che sono soluzioni di (1P):

P:{ZT ZMAx=Db,x3 O}

Il rilassamento lineare (RL) di (IP) corrisponde arimuovere da
(IP) il vincolo di integrita:

(RL) max xg=c' X
Ax=Db
x1 R}

|l poliedro P’ associato a (RL) €
P'={xT RM":Ax=Db,x3 _}
P=pPCz"

quindi P contiene anche tutte le soluzioni ammissibili per (1P).
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Siax” lasoluzione ottima per (IP) (se esiste) esia X lasoluzione
ottima per (RL).

E' evidente che c'x3clx
Quindi se X1 P lasoluzioneottimadi (RL) € anche la soluzione
ottimadi (I1P).

In generale, tuttavia, X I P.

*

Esistono tre classi di metodi di soluzione del problemi (IP):

1) Metodi basati su una enumerazione implicita delle soluzioni
(Branch and Bound Methods)

2) Metodi basati sull’uso di “piani di taglio”
(Cutting Planes Methods)

3) Metodi specifici per particolari class di problemi

(ad esempio, per il set covering, knapsack, ecc.)
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Condizioni per | interezza della soluzione di (RL)

Consideriamo un problema (I1P) per cui A e b sono formate da
coefficienti interi.

Se (RL) ha una soluzione ottima finita allora ha una soluzione
ottima di base. Data una matrice di base B, la soluzione
corrispondente & Xxg =B’ 1p

Allora se tutte le soluzioni ammissibili di base di (RL) fossero
intere, anche la soluzione ottima di (RL) sarebbe intera.

Poicheé b é intero, data B, la soluzione di base € intera se B-1 & una
matrice a numeri interi.

Definizione:
B matrice mxm avalori interi si dice unimodulare se det(B)={-1,1}.

Definizione:
A matrice mxn € detta totalmente unimodulare se ogni sua
sottomatrice quadrata non singolare € unimodulare.

1. Teorema (sufficienza):
Se A e totalmente unimodulare ogni soluzione ammissibile di base
di (RL) eintera.
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La condizione in generale non € necessaria. Tuttavia, nel caso di
vincoli di disuguaglianzavale il seguente teorema:

2. Teorema (Hoffman, Kruskal):
Sia A matrice a coefficienti interi.
L e tre seguenti affermazioni sono equivalenti:

1) A e totalmente unimodulare;
2) i punti estremi (se esistono) di - P={x1 R™Ax£b,x* 0}

sono interi per ogni vettore b intero;

3) ogni sottomatice quadrata non singolare di A hainversaa
coefficienti interi.

Verificare la condizione di totale unimodularita della matrice A e
molto complesso.

Nel 1980 questo problema e stato risolto da P.D. Seymour per
mezzo di un algoritmo polinomiale.
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Una condizione necessaria perche A=[g] sa totamente
unimodulare e che §;={0,1,-1} .

La condizione tuttavia non e sufficiente; ad esempio
el 1 Oy
A:gi 0 18:: det(A) = - 2
O 1 1p

Sono state definite molte condizioni sufficienti per matrici con
coefficienti in {0,1,-1}. Una condizione sufficiente importante
poiché s applica alle matrici di incidenza del grafi e data da
seguente teorema

3. Teorema
SaA :[qj] matrice tale che qu{ 0,1,-1},i=1,...m,j=1,...,n.
A é totalmente unimodul ate se:

1) ogni colonnadi A contiene solo due elementi non nulli;
2) gli indici dellerighe di A possono essere partizionati in due
insilemi Q, e Q, tali che:
2.1) seunacolonnaj contiene due elementi non nulli g; e &,
che hanno lo stesso segno, allora il Q; ehl Qy
2.2) seunacolonnaj contiene due elementi non nulli g; e &,
che hanno segno opposto, allorai ed h appartengono
entrambe a Q, oppure a Q,
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Un esempio: Un grafo orientato G

& a a3 Y a5
&1 0 -1 1 O0um
€1 1 0 o0 ognz

la matri 'inci A=¢€
atrice d’'incidenza &0 -1 1 0 -1ang

é
S0 0 0 -1 1fing
Applicando il teorema:

* g, contiene due elementi con segno opposto, Q,={1, 2}, Q=4

* a, contiene due elementi con segno opposto, Q,={1, 2, 3}, Q,=/

* &, contiene due elementi con segno opposto, Q,={1, 2, 3}, Q=4

* a, contiene due elementi con segno opposto, Q,={1, 2, 3, 4}, Q=4
* &, contiene due elementi con segno opposto, Q,={1, 2, 3, 4}, Q=4

Il teorema e sempre soddisfatto dalle matrici d'incidenza dei grafi
orientati, quindi tali matrici sono sempre totalmente unimodulari.
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In generale se il grafo non e orientato la matrice d’incidenza associata
puo non soddisfare il teorema.

4. Teorema
Per tutte le matrici che soddisfano la condizione (1) del teorema
3., lacondizione (2) del teorema 3. e necessaria.

Una matrice d'incidenza di un grafo non orientato € totalmente
unimodulare se e solo se soddisfail teorema 3.

5. Teorema
La matrice d’'incidenza di un grafo non orientato e totalmente
unimodulare se e solo se il grafo € bipartito.

Un esempio:

non bipartito

bipartito
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